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1) Objectifs.

| La statique est I’étude des solides a I’équilibre (au repos).
Cette étude permet de déterminer a partir d’'une action mécanique connue (comme la pesanteur, I'action
d’'un ressort, I'action d'un fluide...), les autres actions mécaniques inconnues (actions de liaison...) exercées
au sein du systéme, pour par la suite :
e dimensionner différentes piéces telles que les éléments constituants les liaisons (coussinets,
roulements,...), les actionneurs (vérin ou moteur)...
e déterminer une loi entrée-sortie statique (ex : pression a exercer a l'intérieur d’'un vérin afin de
serrer une piéce en sortie du systeme...).

2) Schéma d’architecture et graphe de structure.
21) Différence entre schéma cinématique et schéma d’architecture.

Schéma cinématique Schéma d’architecture
la cinématique du systéme I’architecture du systéme
Permet de (c’est a dire les mouvements relatifs (c'est-a-dire la disposition des liaisons)
visualiser des différentes = il colle a la réalité technologique puisqu’il
classes d’équivalence) tient compte du choix des constituants adoptés

Est destiné au des torseurs d’action mécanique

de la loi entrée-sortie cinématique

calcul transmissible par les différentes liaisons
Est construit & o
partir du graphe de liaison du graphe de structure

22) Exemple de la commande d’une table en translation.

On désire commander une table 2 (en translation rectiligne de direction X par rapport a un bati 0) a 'aide
d’'un systéme de transformation de mouvement vis/écrou (ou la vis 1 est en rotation d’'axe (O,x) par rapport
au béati 0).

a) Graphe de liaisons et schéma cinématique.

graphe de liaison schéma cinématique
2
Hélicoidale

d’axe (O,;() 1

Pivot ci‘axe /
(©:%) = — -
O X

ﬂ Glissiere de

direction ;
0

NB : Un graphe de liaison ne comporte
jamais de liaison en parallele.

b) Choix technologique influant sur la nature des liaisons.

On envisage de réaliser :
¢ la liaison glissiére par association en paralléle, entre la table et le béti, de quatre douilles a billes
glissant sur deux tiges cylindriques paralléles, modélisables par des liaisons sphéres-cylindres,
¢ la liaison pivot par association en paralléle, entre la vis et le béati, de deux roulements a billes situés a
chaque extrémité de la vis, modélisables, I'un par une liaison sphérique et l'autre par une liaison
sphére cylindre.

MPSI-PCSI Sciences Industrielles pour I'lngénieur S. Génouél 09/05/2012



Cours 06 - Statigue des solides Page 4/10

c) Graphe de structure et schéma d’architecture.

graphe de structure schéma darchitecture
2 ‘ 2
y T

Hélicoidale | /
Sphérique de d’axe (O,x)
centre | -1 G
phere-cylindre de centre J ®) 1 Rpes»Z
(©) et de direction X —\\
Spheére-cylindre de centre A \
g A (=7
et de direction ();) ‘\AL OI T%_/ v -
C (0]
phere-cylindre de centre B pes—2 moteur —1 y /
- 7
de direction X 0 s V4
@ N (v D
/ N i /
phere-cylindre de centre C rés—2 i ¥ C /
' TL —
Spheére-cylindre de centre D ; - A

(@

gt de direction X

Sur le graphe de structure et sur le schéma d’architecture, figurent :
- toutes les liaisons élémentaires (ou locales) se situant dans les zones de guidage,

En we d'une étude statique, il faut rajouter :
- les actions mécaniques extérieures et intérieures (de contact ou a distance) : couple moteur, action d’'un
fluide, action d’un ressort, action de la pesanteur...
- le nombre d'inconnus de liaison pour chaque liaison.

3) Isolement d’une partie du systeme.
31) Définition d’un systéme isolé.

Un préalable a toute étude statique, est l'isolement du systéme matériel étudié.

On définit une frontiére fictive qui englobe la partie du systéme isolé.

On définit ainsi un milieu intérieur et un milieu extérieur au systéme isolé.

Le systéme isolé pourra étre un solide, une portion de solide, un ensemble de solides, le systeme entier...

32) Actions Mécaniques intérieures et extérieures.
On appelle actions extérieures sur 'ensemble isolé, toutes les actions exercées par :
un élément (solide, fluide, ressort...) n‘appartenant pas au systéme isolé SUR un élément du systéme isolé.

On appelle actions intérieures sur 'ensemble isolé, toutes les actions exercées par :
un élément (solide, fluide, ressort...) du systéme isolé SUR un autre élément du systeme isolé.

| NB : Les actions mécaniques intérieures ne seront pas prises en compte dans I'application du principe fondamental de la statique .

On utilise le graphe de structure pour déterminer rapidement les AM extérieures et intérieures.
Exemple par rapport au graphe de structure ci-dessus de la table :

Enisolant {1}, les AM extérieures sur {1} sont: AMde2— 1
AMdeO—>1enJ
AMdeO— lenl
AM motrice — 1

Remarque : Si nous avions isolé {12}, AM de 2 — 1 serait une action intérieure a {12} .
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4) Principe Fondamental de la Statique (PFS).

Repere Galiléen.

On appelle repére galiléen en Sl :
e tout repére fixe (sans mouvement) par rapport a la Terre,
e Oou tout repére en mouvement de translation rectiligne (sa trajectoire est une droite) et
uniforme (sa vitesse est constante) par rapport a la Terre.

Traduction torsorielle du PFS (=1 équation torsorielle).

La condition nécessaire pour qu’'un systéme matériel S soit en équilibre par rapport & un repére galiléen
est que la somme des torseurs des actions mécaniques extérieures a S soit nulle :

Z{Tg_)s} = {0} exemple : {T3—>s}+{T12—>s} +{T4_)5} ={0}

Traduction vectoriel du PFS (=2 éguations vectorielles).
Il faut nécessairement exprimer les torseurs au méme point.

Théoreme de la résultante statique : YRg o =0/ exemple: R3 g +Ryy,5 +Ry,g =0

Théoréme du moment statique : 2 Mos,s = 0| exemple: Mg3,s +Mgi1a,s +Mqga,s =0

Traduction scalaire du PFS pour un systéme spatial (=6 équations scalaires).

Il faut exprimer les 2 X5,5 =0 );3_)5 11(12—5 :Yx4_)8:00
composantes algébriques 2.Ys,s =0 355 7 1255 T 1458
des torseurs dans la Y25, =0 | exemple : Z3 55 21255 + 2455 =0
méme base (x, Y, z) : Z'—Qgﬁs -0 Lo3»s +Lo12ss +Loass =0
SMos s =0 Mo,3->s +Mg125s + Mg 4,5 =0
o>
SN -0 No,s—s + Ngizss +Ngass =0
Q5 >s =

Traduction scalaire du PFS pour un systéeme plan (=3 équations scalaires).

On peut admettre qu’un systéme est « plan », si:
e la géométrie des liaisons d'un systéme matériel présente un plan de symétrie,
e les AM extérieures exercées sur ce systéme sont symétriques par rapport a ce plan, c’est a dire que :
- les résultantes des AM extérieures sont paralléles au plan de symétrie,
- les moments des AM extérieures sont perpendiculaires au plan de symétrie.

Pour un systéme plan (O,i,y), Xiss 0
tous les torseurs ont leurs THS}Z Yiss 0
composantes Z, L et M nulles:

—

YPe(OX,y) 0 Npjiss (%.9.2)

Le PFS ne fournira qu’'un maximum
de 3 équations significatives, a savoir pour le théoreme :
o de la résultante statique : 1 équation en projection sur x
1 équation en projection sury
e du moment statique : 1 équation en projection sur z

On aurait le méme raisonnement pour :

Probléme plan (O, Xx,2) Probléme plan (O,y,z)
Xi»S 0 0 LP,i~>S
{’I}HS} = 0 Mpiss {Tms} = Yiss 0
VP&(0,X,2) Ziss 0 (X,Y.,2) vPe(0,y,2) Ziss 0 (X.Y.2)
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NB : les seuls modéles de liaison que I'on trouvera avec I'’hypothése probléme plan (O,i,y) sont :

Représentation L
plane Validité de la
= forme
Nom générale Modélisation par les torseurs Modélisation par les torseurs
des Torseurs (écriture en colonne) (écriture en ligne)
~lo dans le plan
Z X (Ox.y)
| d 0 _ v. .5
Glissiere de i 2-51Y
_ _ I Tout p(?mt Pdu {T2—>1} _ Yo B {T2—>1} _ -1y
direction x plan N Np 2,12
vP — P,2—>1 (X.Y.Z) vP !
Pivot d’axe Xo1 - R o
©.2) 0 ol 0 ol O
oL - (xy.2)
Sphere-plan
de point de
contact O eE Tout point P de 0 - Y, 1;
de normale y Ia;(;rnj;lle {T2_>1} _ Yot _ {T2_>1 _ { —(; }
(ou alors ponctuelle Y _ v
de point de contact vPeOy) L — 0 (X,¥,Z) VPEOY)
O et de normale
y)

5) > {Textss} =10} condition nécessaire mais pas suffisante.

Exemple d’'une paire de ciseaux :

z|

- ) (i

RIS

0
o

Donc Z{Text_,s} = {0} n'est pas une condition suffisante pour

imposer I'équilibre.

=
Equilibre de S x Z{Text_)s} ={0}

6) Theoreme des actions réciproques.

Soit un solide S composé de 2 sous-ensembles S1 et S2 en équilibre.

S en équilibre = {Tgﬁs} = {0} = {Tgﬁgﬂ} + {Tgﬁsz} ={0p O
S1 en équilibre N {TS—HSl} _ {0} N {Tgﬁﬂ} " {Tszﬁm} —0 @
S2 en équilibre = (Tss 50| =10} > {Toso)+{ Torsse} =10} @
Lequation 1-2® > ~{Tsons)~{Tosse} =100 = [[Tsoos) =—{Torose
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7) Particularités des solides soumis a des torseurs

glisseurs.

Soit un solide soumis a des actions mécaniques modélisées par des torseurs glisseurs.

Par abus de langage on dira « solide soumis a des glisseurs » pour « solide soumis a des actions

mécaniques modélisées par des torseurs glisseurs ».

71) Solide soumis a 2 glisseurs.

0

Soit un solide S en équilibre sous I'action de 2 glisseurs {Aij’s} et {
A B

L’application du PFS se traduit par :

BZ—)S )
0

Le théoréme de la résultante statique : Le théoréme du moment statigue en A :
Ass +By g =0 Ma1ss +Mpo 5 =0

= Ass = Baos , ) = Mals + Mpzss +ABAB, g =0
= Les 2 résultantes sont opposées (méme .

norme, méme direction, sens contraire) = AB et B, ,g colinéaires
Or B,_,5 passe par B

Bilan :

= la droite d’action de B,_,5 est (AB)

(méme démonstration pour A._,g )

2 glisseurs :

72) Solide soumis a 3 glisseurs.

Soit un solide S en équilibre sous I'action de 3 glisseurs {Alfs} , {
A B

L’application du PFS se traduit par :

Le théoréme de la résultante statique :

Apss +By s +C3 5 =0
= La somme vectorielle des 3 glisseurs est nulle.

Le théoréme du moment statique en A :

Ma1,s +Mpo s +Ma3z .5 =0

= Maiss + Mpahs +ABAB; g + Megis +ACACs g =0
= EABZ%S +A_C:./\C3*>S =6
= ABAB,,s =-ACACy,g (les 2 vecteurs sont opposés)

Or le vecteur EABZ_)S est perpendiculaire au plan (AB, Bo,s)
et le vecteur AC ACs_,5 est perpendiculaire au plan (E,Cgﬁs)
= les glisseurs B,_,g et C3_,g sont dans le plan (ABC)

(méme démonstration pour A, )

= les glisseurs A_,5, Bo_,g et C3_,5 sont coplanaires

Si un systéme est en équilibre sous I’action de 2 glisseurs alors ces

e sont opposés (méme norme, méme direction, sens contraire),
o et ont méme droite d’action, passant par les points d’application.

AlAS

Boss
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1% cas : Si 2 glisseurs sont concourants alors le 3°™® 'est aussi au méme point.

Soit | le point d'intersection de A_,5 et B,_,g -
Le théoréme du moment statiqueen | :

Mi1,s Mo 5 +Mi3,5 =0

= Matss +AsAs + Masis + IBaBy g + Megig +ICACs g =0

= IC et C4 ,g colinéaires

Or C3_,g passe parC
= la droite d’action de C;_,q passe également par |

= les 3 glisseurs sont concourants en un méme point A s
2°M¢ cas : Si 2 glisseurs sont paralléles alors le 3°™® I'est aussi.
Si A5 et B, ,g sont paralléles, Css

I’équation de la résultante statique montre que <
Cy_,g est paralléle aux 2 autres
= les 3 glisseurs sont paralléles

Bilan.

Si un systéme est en équilibre sous I’action de 3 glisseurs, alors ces 3 glisseurs sont :
e coplanaires,
e concourants ou paralléles,
e de somme vectorielle nulle.

Pour des glisseurs paralléles, on utilisera de préférence une résolution analytique en utilisant le
théoréme du moment statique et en calculant le moment par la méthode du bras de levier.

73) Solide soumis a 4 glisseurs.
Avec 2 glisseurs complétement connus et 1 droite d’action connue.

Déterminer la résultante R des 2 glisseurs complétement connus, pour se ramener a un probléme a 3 glisseurs.
Lre
4

\ .,‘F—B» . 5
o
e ;
—F;. :

Avec 1 glisseur completement connu et toutes les droites d’action connues.

Grouper les glisseurs 2 a 2, pour se ramener a un probléme a 2 glisseurs R; et R, opposés ayant la méme droite d’action.

N

5
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8) Notion d’arc-boutement.

Deux solides en contact sont dits arc-boutés I’'un sur 'autre, sous I’effet d’actions mécaniques, si les deux
solides restent immobiles I’'un par rapport a I’autre, quelle que soit I'intensité des actions mécaniques qui
tendent a rompre I’'équilibre.

Exemple d un crayon contre une table

Un crayon 2 est appuyé contre le plan (r) d'une table 1 par le doigt d’'une
main. Si on néglige son poids, le crayon est en équilibre sous I'action de
deux glisseurs opposés de droite d’action (AB).

Si linclinaison o de I'axe du crayon reste inférieure a I'angle d’adhérence
limite ¢, entre la mine et la table, alors la mine du crayon ne glissera pas
sur la table, quelle que soit I'intensité F de I'action exercée par le doigt.

Exemple d'une échelle contre un mur

Une échelle 2, de centre de gravité G et de poids P, repose sur le sol 1 au
point A et appuie contre le mur 3 au point B.

On suppose le contact en B sans frottement et en A avec frottement.

L’échelle est en équilibre sous I'action de trois glisseurs :

R . .
- 1221 glisseur Ry, inconnu,
Al 0

R S
- { 3f2} : glisseur R3_,, de droite d’action normale au plan tangent,
B

0

- lf . poids P connu.
c 0

R3_,, et P étant concourants au point I, R;_,, a pour droite d’action (Al). Si l'inclinaison o de ce glisseur par

rapport a la verticale reste inférieure a I'angle d’adhérence limite o, I'échelle reste en équilibre quel que soit son
poids.

9) Démarche de résolution.

Etape 1: Isoler.
Isoler un systeme matériel rendant extérieure(s) la(les) action(s) mécanique(s) connue(s) tout en choisissant
un isolement qui peut étre résolu (hombre d’inconnus inférieur a 6 en 3D, ou inférieur a 3 en 2D).

NB : On n’isole JAMAIS le bati.

Etape 2 : BAME.
Réaliser le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures (BAME) appliquées a ce systéme isolé.

Etape 3 : Modéliser.
Choaisir la modélisation des AM adéquate. Soit par :
a) des torseurs dans une écriture en colonne (pour déterminer TOUS les inconnus de liaison),

b) des torseurs dans une écriture en ligne (pour déterminer une loi entrée-sortie statique),

c) des glisseurs (pour déterminer les AM graphiquement).

Etape 4 : Résoudre en appliquant les bons théorémes.
Selon la modélisation choisie (a, b ou c), résoudre en appliquant :

a) le PFS: Z{T§_>s} = {O} en ayant pris soin auparavant d'exprimer AU MEME POINT les torseurs,

b) les théorémes de la résultante statique ou/et du moment statique,
c) les théorémes d’'un solide soumis a 2 ou 3 glisseurs.
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Isolons {1}.

1)

2) Bilan des Actions Mécanigues Extérieures (BAME) sur {1}.

- Action mécanique de 2 sur 1 (pivot d’axe (A, E))

- Action mécanique de 3 sur 1

(sphére-plan de point de contact B et de normale y)

3) Modélisables par :

4) Résolution :

Si systéeme dans I’espace :

X251 Lp2ost
{Tz_ﬂ} = Yo,1 Mpoy 1/Mettre les torseurs au méme point et
12 0 o dans la méme base.
vPe(Az) LT (xy.2) Choisir A car il est plus facile de
0O O déplacer AM de 3—1 que I'AM de
{T3—>1} = Yz, O 2->1.
Donc :
weey) L 0 Yy AB AR
a) Les Ma351 =Mz 1 +ABAR3
torseurs -
(écriture en | Ou si présence d’un probléme plan (A Xx,y) :
colonne) X
2-1 — . .
T _ v 2/Puis appliquer le PFS :
2551( = 251 — T 0
Al —  Ogys Z{ 1—>1} =10}
0 qui donnera :
T - 6 équations scalaires (en 3D)
{ 3»1} = Yz _ - 3 équations scalaires (en 2D)
weey) L - Yy
Si systéme dans I’espace :
R .
{T2—>1} = 22! Lavec VP e(AzZ) i Mpy ,,.2=0
- (Mp 21 ' - . S
vPe(Az) : Pour la loi entrée-sortie, il faut
{T }: Y3_>1.y s’appuyer sur MA,2—>1'E =0, c’est a
31 ~ 0 dire appliquer directement le
b) Les vPE(By) théoréme du moment statique en A
torseurs -

(écriture en
ligne)

Ou si présence d’un probléme plan (A, i,y) :

T 5]

- o)

vPe(B,y) { 0

en projection suivant Z:
ZMA,i»l'Z =0

donc ici : MA’2_)1.Z + MA’3_)1.Z =0

SOit MA,3—)1'2 = O

UNIQUEMENT pour un probléme plan (A,?,y)

T Aoy {1} est en équilibre sous I'action de 2
{ 2—>1} = 0 glisseurs alors ces 2 glisseurs :
A
c) Les B e sont opposés (méme norme,
glisseurs {T3_>1} - { 3:>1} méme direction, sens contraire),
gl O e et ont méme droite d’action,
NB: Ay_,; et Bg_,; sontles 2 résultantes R,_,; et Rz ;1 passant par les points d’application.
des torseurs glisseurs de 2—1 et 3—1.
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